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From the numerical analysis，of Reynolds equations，it was 
seen that the mean veloci七yand Reynolds number in a smoo七h
pipe were propor七ional七othe non-dimensional dis七anceres-
pectively. Rearranging七heresults，七herela七ionsbe七ween
七hecoefficien七 ofpipe friction A and Reynolds number Re 
are given by七hefollowing expressions. 
A =0.388/(logRe田 0.49)2 4x103 <Re< 2x104 
A =O.285/(log Re -1.0之)2 2x104 豆Re
These equa七ionsagree good wi七h 七heNikuradse's and 
Blasius's experimental values. 
1 まえがき
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前報告(1)において，なめらかな円管内の乱流を，壁から離れたところで速度分布は普遍速度分布
になるという仮定のもとに，混合距離モデルを用いて解析した。また，粘性効果の影響を式中に含
めるために，修正係数を導入した O この結果，粘性効果の影響は従来から測定されている値，すな
わち， 5 <yw.1ν< 70の範囲にほぼ一致することが確認できた。また，管内の速度分布や乱流せん
断応力の値も従来の実験結果と一致することが確かめられた。
本報告では，乙の解析結果を用いて管摩擦係数について述べる。なめらかな円管内の管摩擦係数
については， Re数が 4X 103から 105までの範囲についてはブラジウスの公式があり，さらに広範
囲のRe数についてはプラントル・カルマンの公式がある。前者は使用にあたって極めて便利な式で
あるが，後者は実用向きではない。
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著者らは前報告によって得た結果を用いて整理したと乙ろ， Re数の広範囲に渡って管摩擦係数の
正確な値を与える便利な公式を見出したので報告する。
2 記号
w 軸方向速度
ωホ;摩擦速度
W ニ奇/W*
a 管半径
X yw*/ν 
R* aW*/JI 
A 管摩擦係数
3 WとR*との関係
前報で述べたレイノルズ方程式は，修正係数αを
用いて次式で与えられる。
g~\2/dW\2. ，. ，dW α(~R*) (~:) + (1 -α)一dX' -， dX 
(ー1一長)=0..............................(1)
上式寄与数値解析すれば，無次元速度WはR市をパラ
メータとして，変数Xの関数となる 0，
一方，管の任意断面を通る流量aは次式で与えら
れる。
Qニ 2π山イl(l-Y)WdY ω 
それゆえ，無次元平均速度?宵『は，次式で与えられ
るO
百こぎ=2 (( 1 手)Wd (三) •••••• (3) 
VV * -u ム、ムL
よって，育はR*の関数で与えられる。 30
管内が層流の場合は，式(1)において
I~ α= 0とおけばよし 1から，流速Wは次
式で与えられる。
W ニ X(1 -X/( 2R*))… (4) 
式(4)を(3)に代入すれば
有二R*/4 ・H ・H ・.…..・H ・.(5) 
20 
10 
面;軸方向平均速度
W ; W/W* 
Wm;無次元管中心最大速度
y 管壁からの距離
Y ; y/a 
Re; = 2aw/ν 
表 1 宵とR*の数値計算による値
R* W Re=2R持W
150 13.293 3.99x103 
200 14.140 5.66 " 
250 14.837 7.42 " 
300 15.398 9.24 " 
350 15.858 1 •11 x1 0午
400 16.255 1 .30 " 
600 17.422 2.09 " 
800 18.228 2.92 " 
1000 18.905 3.78 " 
2000 20.641 8.26 " 
4000 22.439 1.80X1O s 
6000 23.476 2.82 " 
8000 24.207 3.87 " 
1 ><10午 24.772 4.95 " 
2 " 26.521 
3 " 27.540 1 .65 " 
層流から乱流への遷移領域では， W
とR*との関係は管摩擦係数 AとRe数
との実験値から求める乙とができる。
102 103 104 R本
図 WとR事との関係
すなわち，円管内のつり合いの式から壁 20 
面せん断応力は次式で与えられる O
τω=(1/8) Aρ育・ H ・.… (6)
乙れより
育=( 8/ A )1t2 …..・H ・H ・H ・.(7) 
また， R.は式(7)を用いると
I~ 
a w. Re .["A 
R.=一一=一一--;==;:;==- …一・ (8) 10 
4 J己
それゆえ， AとReとがわかれば，式(7)
と(8)により WとRホとの関係が求められる。
乱流域では，式(1)の数値解析結果を(3)
に用いて， WとR.との関係が得られる O
また， Re数は次式lとより求められる。
Re = 2R. W ………………… (9) 
6 
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図2 育と R.との関係
①層流(式(5)) ，②層流から乱流への遷移域
③ブラジウスの式(11)，④乱流(式(10))
⑤数値解析による値，⑥式(23)
乱流域でのwとR.との関係を表1及び図 11[示す。 R.が600から 3X 104までは，片対数グラフ
上で一直線となる。この直線の方程式は
W = 5.93ユogR. + 1.083………………………...・H ・...・H ・.…..・H ・..……………(10)
で与えられる。しかし， R*が600以下では，図 lの点線のように直線から離れる。 R*が103以下の
領域を拡大して示したのが図 2である。
曲線①は管内が層流の場合，曲線②は層流から乱流への遷移域 (Re= 230.... 4000 )を，曲線③
はブラジウスの式，すなわち
). = 0.3164/ Re O• 25 …… ...・ H ・..…...・ H ・.....・ H ・......・ H ・ H ・ H ・.....・ H ・ H ・ H ・......・ H ・ H ・ H ・..… (11) 
を示したものである。直線④は著者らが数値解析により得た式(10)である。 R*孟 350，すなわち，
Re > 104で，ブラジウスの式は直線④に漸近している o 点線で示した曲線⑤は図 1I乙示したものと
同じで R*が600以下で数値計算結果が実験式と合わなくなる o
次に，表 1I乙示したR*とRe.数との
105 
関係を図 3の両対数グラフ上に示した。
R. ts 600以上で直線をなしている。こ J 
の方程式は
R. = 0.0805 Reo.蜘………(12)
で与えられる。しかし， R事が600以下
では，次式で与えられる。
R* = 0.171 Re 0.819 .・H ・'" (13) 
Re数が 2X 104以下を拡大して示し
たのが図 4である。式(12)の直線を延
長した部分を細い実線で，式(13)で示
される部分を点線で示した。
一方，管内が層流の場合は，式(5)及
104 
103 
102 
103 
Rc 0.0805Reo• S94 但eミ 2 x104) 
R忽=0.1 7 1 Reo.S19 (4 X 1 0'く Reく2x1Q4)
104 105 106 
図 3 R.とRe数との関係
Re 10
7 
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ぴ(9)より次式を得る。
R. =.[す京言 …………...・H ・.(14) 
層流から乱流への遷移領域及びブラジ
ウスの式が成立つ領域等は，前に述べた
と同様にしてR本と Reとの関係を求める
乙とができる。乙うして， Re数が800か
ら2X 104までの関係を求め，図中に太い
実線および l点鎖線で示した。ブラジウ
スの関係式から ，R.とReとの関係を求
めると
R本=0.101 ReD.S73 …………(15) 
となり，式(12)に極めて近いことがわか
る。
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出
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4 管摩擦係数
以上求めた諸関係式より，摩擦係数 A
とRe数との聞の関係を求めることができる。すなわち，式(7)， (10)および(12)より， WとR.とを消
去すると次式を得る。
図 4 R本と Reとの関係(拡大図)
8 0.285 A = -;一…. .・H ・...・H ・...・H ・..……(16)Re -5.4 )2 ーハハrc- "0，... _ 1 n0、2
ただし， Re> 2 x 104である。
4 X 103 < Re < 2 x 104の場合，図 2I乙示した曲線③のブラジウスの関係を求めると，
Wニ 5.2ユogR. + 2.95 ……...・H ・..……………………...・H ・..……...・H ・..…...・H ・.(17) 
をうる。式(7)， (15)及び(17)より，管摩擦係数として次式を得る。
Eqn. (16)， (18)， Authors 
¥ -咽._---圃・・.圃・・回・ Eqn. (11)， B 1 a s i u s 
|¥ -・M・・・・・・ ・・嗣圃・ ・ー・圃・ E q n.(19)， N i k u r a d s e 、ト
ト、
『云一内、、
~ 
司 ..... 門、~、h 、~同.トー -トー トー ドーーー
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図 5 管車擦係数 AとRe数との関係
105 106 Re 
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A80.388 二一・H ・H ・...・H ・h …'"・H ・. (18) 
(4.54 lOg Re -2.23 )2 ( lOg Reー 0.49)2 
ただし， 4 X 103 < Re < 2 x 104である O
式 (16)及び(18)による計算結果を表(2)に示す。比較のため，ブラジウスの式 (11)及びニクラゼの
実験式
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A = 0.0032 +五而 …… ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ (19) 
による計算値も示した。これらの聞の
関係はよく一致しているのがわかる。 表 2 管摩擦係数 Aの計算値による比較
また，図 5I乙AとReとの関係を示した O
次に，管中心の最大流速Wmと平均
流速Wとの差 (Wm-W)とR*との聞の
関係について調べる。管内流速WがR*
をパラメータとする Xの関数であるか
ら，管中心，すなわちX=R傘における
最大流速WmもR*の関数となる。それ
ゆえ， (Wm-W)はR*の関数となる O
数値計算によって求めた (Wm-W)と
R*との関係を図6に示した。 R*が大き
くなるに従って， (Wm-W)の値は次
第に小きくなり， R*が無限大で，そ
の値は3.75に漸近する O
従前，管内速度分布Wが対数速度分
布をなすとして，平均流速Wを求め，
最大流速Wmの差 (Wm-W)を求めると，
CWm-W) = 3.75 ……… (20) 
を得ている。しかし，この関係はR本
の値が無限大のときの値である O
一万， Nikuradseは，実験結果よ
り
(Wm-W) = 4.07 ……… (21) 
なる値を報告している O
対数速度分布は
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W = 5.75ユogX + 5.5…… (22) 3.75 
で与えられる。 X=R本とおけば最大速
度Wmが求められる。 3.5
Wm= 5.75ユogR本十 5.5…(23)
式(23)を(20)に代入すれば
102 
λ 入 入
Eqn.((16)) ， Eqn. (11 ) Eqn. (19) I 
& (18 
0.0401 0.0399 
0.0359 0.0360 
0.0333 0.0335 
0.0315 0.0316 
0.0286 0.0286 
0.0265 0.0之66
0.0222 0..0224 
0~0202 0.0202 
0.0189 0.0189 
0.0180 0.0178 0.0176 
00' 01 56 0.0150 0.01 54 
0..0136 0.0136 
0'.0126 0.0126 
0.0120 0.0120 
0.0115 0.0116 
0.0102 0.0103 
0.0096 0.0097 
103 10" R京
図 6 (Wm-W)とR牟との関係
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W 二 5.75工ogR. + 1.75 ・H ・H ・.…..・ H ・...・ H ・...・ H ・..・ H ・...・ H ・.…..・ H ・.… (24)
を得る。式(24)の関係を図 2において，曲線@で示した。著者らの数値計算で求めた関係式(10)や
ブラジウスの曲線③とも異なる。ブラジウスの曲線とは， R傘弓100付近で交叉し，著者らの解とは
無限大で一致する。
5 考察
図1及び図 2において，平均流速WはR本主600において式(10)で示された。しかし， R.<600に
おいては， Wは式(10)で、示される値よりも小さくなる O また，ブラジウスの式(17)よりも小さくな
る。 ζれを前報告の図 3より考察すれば，層流底層より発達した乱流に遷移する領域は実験的に得
られている値， 5 <X < 70に近く，完全乱流領域は70< X <R本である。流量Qを求める場合， R. 
が小さいと完全乱流領域，すなわち，対数
速度分布をなす領域は円管の中心部分で， 表3 R.とF(R.)との関係
その面積は小さく，遷移領域は円管の外周
部分で，その面積はR本の大きい場合IC.比べ
て大きくなる o それゆえ，流量を求めると
き，遷移領域の速度分布の影響が大きくな
り，乱流領域の対数速度分布の影響は小さ
い。本解析では，発達した乱流域で速度分
布が普遍速度分布になるという仮定のもと
で解析を行った。しかし，以上の考察で，
R.が小さいときは，乱流域で普遍速度分布
をなすという仮定よりも，むしろ，遷移領
域での速度分布の形状を仮定するほうが主
要になると思われる。
ζのように推察すると，式(1)を組立てた
10 
? ?
? ? ?
6 
4 
R* Re F(R*) λ 
200 5.68 x1 03 4.394 0.0393 
400 1 • 30x1 Olt- 4.266 0.0306 I 
600 2.09 " 4.042 0.0264 
800 2.92 " 3.974 0.0242 
1000 3.78 " 3.935 0.0226 
2000 8.26 " 3.873 0.0189 
4000 1.80X10~ 3.819 0.0160 
6000 2.82 " 3.798 0.0146 
8000 3.87 " 3.786 0.0137 
10000 4.95 " 3.779 0.0131 
20000 1 .06大106 3.765 0.0114 
30000 1 .65 " 3.760 0.0106 
3.0 4.0 5.0 
lOglO (Reイプ)
図 7 1/ .rrと RefAとの関係〔①は式 (25)，②は式 (26)，③は式(11)) 
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とき，乱流せん断応力に混合距離のモデルを用いたが，このモデルが不適当ではないかと思われる。
乙れについては別途考える必要があると判断される。
次に，管摩擦係数について考察する。式(10)に(7)及び(8)を代入し，整理すると次式を得る。
1/ {T =2.10ユog(Re {T) -1.20 ・……H ・H ・-………ー・…・…・・……一.......(25) 
これはプラントル・カルマンの公式
1/ fT= 2.0ユog( Re [T) -0.80 ・……....・H ・....・H ・..…..・H ・H ・H ・....… (26)
と係数が僅かに異なる。との関係を図?に示した。両者の差は小さい。
図6~乙示したように (Wm-W) はR* の関数である。そこで
Wm-W=F(R*) '"・H ・...・H ・.…..・H ・..・H ・..…………...・H ・..…………'"・H ・- (27)
とおき，式(7)，(8)及び(23)を上式に代入すると次式を得る。
1/JT二 2.03ユog(Re，[i:) + 0.4146 -F (R*)/2 ff・H ・H ・....・H ・...・H ・-…・ (28)
表 3I乙計算によって求めたR本と F(R*)との関係の一部を示した。 R本が与えられるとRe数が定ま
り，式(28)によって管摩擦係数 Aが定まる。 ζ うして求めた Aの値が表 3Iζ示しである。
乙の値を図 7に表わすと，曲線①と一致する。
プラントル・カルマンの式は， F (Rキ)= 3.75と置いたもので，本解析のR本が無限大に対応する
式の場合であって，任意Rホに対して成立つ式ではない。
著者らの誘導した管摩擦係数を与える公式(16)及び(18)は使用に当って便利な式で，図 5I乙示し
たように，ブラジウスの公式やNiknradseの実験式と殆んど同じ値を与え，工学的に価値あるも
のと思われる。
6 結論
なめらかな円管内の乱流域の管摩擦係数を与える公式を誘導した。その結果は次式で与えられる。
A = 0.2859 
(log Re -1.02)<1 Re 孟 2X 10
4 
A = 0.388 -
(工ogRe -0.49 Y 2 X 10
4 > Re > 4 x 103 
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